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結び目理論



結び目とは

定義 1.1 (結び目)

３次元空間の中で自己交差し
ないようにひもを絡めてその
ひもの両端をつないだもの

Figure 1: 三葉結び目
KnotPlot(https://knotplot.com/) より引用
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結び目の例

Figure 2: 8の字結び目 Figure 3: 71
KnotPlot(https://knotplot.com/) より引用
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結び目の応用

例えば，DNAは右図のように結
び目をなすことがあり，その解
析には結び目理論が応用されて
いる

Figure 4: 結ばれた環状DNA[9]
出典:De Witt Sumners,Lifting the curtain: using topology to probe the hidden action of enzymes, Notices of the

American Mathematical Society vol.42(5),(1995),528-537.
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結び目の図式

結び目をR2(またはS2)に射影して，上下の情報を持たせたもの
を図式という

射影+上下の情報
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結び目の図式

図式の交点は横断的にのみ交わる二重点になるように射影

OK NG(横断的でない) NG(三重点)
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結び目の同値性

定義 1.2 (同型な結び目)

K,K ′を結び目とする．K,K ′を切ったり，貼り付けたり，自己
交差することなく変形させて互いに同じ形にできる時K,K ′を
同型な結び目といいK ≃ K ′と表す

(厳密にはアンビエントイソトピーという連続写像を使って定義
される)
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同型な結び目 (具体例)
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自明結び目

定義 1.3 (自明結び目)

交点のないループを図式とし
てもつ結び目と同型な結び目
を自明な結び目という

Figure 5: 自明な図式
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自明結び目の図式の例
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自明性判定問題

定義 1.4 (自明性判定問題)

入力:結び目の図式D

出力:Dが自明結び目の図式ならば’yes’，それ以外なら’no’

yes no
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自明性判定問題

自明な結び目の図式の中には，
複雑で見た目での判断が難しい
ものも存在
→計算機を用いて判定
→図式をどうやって入力する?

Figure 6: 複雑な自明結び目の図式

出典：Louis H. Kauffman, Sofia Lambropoulou, Hard Unknots and Collapsing Tangles, Introductory Lectures on
Knot Theory (2011),187-247.

12/108



ガウスコード表示の例

定義 1.5 (ガウスコード表示)

1. 図式Dの全ての交点に番号をふる

2. Dの交点以外の点に基点をとり，
基点から結び目をたどる

3. 交点 iに到達した時に，
• 下を通るなら−iを並べる
• 上を通るなら iを並べる

1

2

3

(-1,2,-3,1,-2,3)13/108



結び目の符号化

ガウスコード表示は結び目の図式を一意に表す

ガウスコード表示は交点数nに対してO(n)の長さ

⇒ 入力のサイズは交点数で測る
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先行研究

自明性判定問題について以下のことが知られている

• NPに属する (Hass-Lagarias-Pippenger 1999)

• co-NPに属すると予想される (Kuperberg 2014)

⇒ 自明性判定問題はNP完全ではないと予想される
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先行研究

本演習で参考にしたアルゴリズムの計算量：O(3n)
(Burton-Ozlen 2012)

Burton-Ozlenのアルゴリズムの
最悪計算量はO(3n)だが，実際
には多項式時間に近い振る舞い

Figure 7: Burton-Ozrenのアルゴリズ
ムの実行時間

出典：Benjamin A. Burton, Melih Ozlen, A FAST BRANCHING ALGORITHM FOR UNKNOT RECOGNITION
WITH EXPERIMENTAL POLYNOMIAL-TIME BEHAVIOUR, Preprint, https://arxiv.org/abs/1211.1079
(2012) 16/108



自明性判定問題へのアプローチ

定理 1.1

結び目Kが自明⇔ Kを境界とする円盤Dが存在

Burton-Ozlenのアルゴリ
ズムではこの円盤を見つ
けることで自明性を判定
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自明性判定問題へのアプローチ

本演習では，Burton-Ozlenのアルゴリズムを基礎に結び目補空間
の単体分割の face pairingグラフの木幅を固定した自明性判定問
題に対して動的計画法を用いたアルゴリズムを構成
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結び目補空間



３次元球面

定義 2.1 (３次元球面)

S3 = {(x, y, z, w) ∈ R4|x2 + y2 + z2 + w2 = 1}

を３次元球面と呼ぶ

• 4次元球の表面
• R3の中では描けない
• S3 ≃ R3 ∪ {∞}

以降，結び目はS3の中にあると考える
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トーラス

定義 2.2

S1 × S1をトーラスと呼ぶ

右図の青い線をロンジチュー
ド呼ぶ

• ドーナツの形
• 中身は空 Figure 8: トーラス
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結び目近傍,補空間

定義 2.3 (結び目近傍)

結び目Kを芯にするような
トーラスを結び目の近傍とい
い，N(K)で表す

定義 2.4 (補空間)

K = cl(S3 −N(K))をKの補
空間という

Figure 9: 三葉結び目の近傍 21/108



自明性判定問題へのアプローチ

定理 2.1

結び目Kが自明
⇐⇒ Kを境界とする円盤Dが存在
⇐⇒ ∂Kのロンジチュードを境界とする円盤Dが存在 (∂M =

Mの境界)
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単体分割

滑らかなままでは図形を考えにくい→単体分割を考える
定義 2.5

3次元図形を四面体の組み合わ
せで表現したものを単体分割
と呼ぶ

少なくとも本演習で出てくる図
形は全て四面体の組み合わせで
表現できる
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1頂点単体分割

定義 2.6 (1頂点単体分割)

全ての頂点が 1点に集まっているような単体分割を 1頂点単体
分割と呼ぶ

2次元でのアナロジー
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1頂点単体分割の例

2

0

1

3

(012),(123)で貼り合わせ

自明結び目の補空間の 1頂点分割の例
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単体分割の符号化

四面体の頂点に番号をふり，ど
の面を貼り合わせるかを記憶す
ることで計算機で単体分割を扱
うことができる

1

2

3

4

1

2

3

4

(134)(132)
で貼り合わせ
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単体分割

定理 (再掲)

結び目Kが自明
⇐⇒ Kを境界とする円盤Dが存在
⇐⇒ Kのロンジチュードを境界とする円盤Dが存在

Kは単体分割を考えることで計算機上で表現できる
K内の円盤はどう表現する? → Normal surface理論
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Normal surface理論



Normal surface

定義 3.1 (Normal surface)

曲面Sが単体分割 T に適切に埋め込まれており，各四面体
∆i ⊂ T と横断的にのみ交わるとき，Sを normal surfaceと呼ぶ

適切に埋め込まれている
↔ Sが自己交差せず，∂S ⊂ ∂T を満たす

横断的に交わる
↔ Sが各四面体と頂点のみ，辺のみ，面のみで交わら
ない
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Normal surfaceの例

normal surfaceの例 normal surfaceでない

横断的でない
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自明性判定問題へのアプローチ

定理 3.1 (Haken 1961)

結び目Kが自明
⇐⇒ Kのロンジチュードを境界とする円盤Dが存在
⇐⇒ Kの単体分割 T のロンジチュードを境界とする normal

surface Sが存在
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Elementary disc

定義 3.2

四面体と横断的に交わる平面はどの辺上に頂点があるかによっ
て，4つの三角形と 3つの四角形のいずれか
この三角形と四角形を elementary discという

Figure 10: 7つの elementary disc
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Normal surfaceのベクトル表示

normal surface Sが各四面体に
おいて，どの elementary discを
いくつ含むかを数えることによ
り，normal sufaceをベクトル
v(S) ∈ Z7nで表現できる

1

2

3

4

v = ( 2 , 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 )
32/108



Normal surfaceのベクトル表示

n個の四面体に 1 · · ·nまでの番号をふり，i番目の四面体の
elementary discを以下のように表す

vi = (v△i,1, v
△
i,2, v

△
i,3, v

△
i,4, v

□
i,1, v

□
i,2, v

□
i,3) ∈ Z7

T の normal surfaceはviをn個並べて表現

v = (v1,v2, · · · ,vn) ∈ Z7n
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Normal surfaceのベクトル表示

S(v) =ベクトルvで表される曲面S

v(S) =曲面Sのベクトル表示v

• normal surfaceS ⇒ベクトルv(S) · · · 一意に定まる
• ベクトルv ⇒ 曲面S(v) · · · 一意に定まるが normal surface

とは限らない

しかし，S(v)が normal surfaceになるvの必要十分条件が知られ
ている
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Normal surfaceのベクトル表示

定理 3.2 (Haken 1961)

以下の条件を満たすことが，S(x)が normal surfaceになる必要
十分条件である

• x ≥ 0

• Ax = 0(macthing equations)

• quadrilateral constrain
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各条件の説明

x ≥ 0

ベクトルの各要素は負にならない
(elementary discの数が負という状況はありえない)
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各条件の説明

Ax = 0

張り合わせている三角形の 2辺
を通る elementary discの個数が
一致

x△i,s + x□i,t = x△j,u + x□j,v

という式が最大で 6n個存在
→行列で表したものが
Ax = 0(macthing equations)

Figure 11: 貼り合わせの様子 (赤い線
の数が一致する)
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各条件の説明

quadrilateral constrain(以下QC)
一つの四面体の中に四角形はたかだか 1種類
⇐⇒ 各四面体において次の 3条件のうちいずれかが成立

(a). x□i,1 ≥ 0, x□i,2 = 0, x□i,3 = 0

(b). x□i,1 = 0, x□i,2 ≥ 1, x□i,3 = 0

(c). x□i,1 = 0, x□i,2 = 0, x□i,3 ≥ 1

Figure 12: QCが成り立たない例38/108



自明性判定問題へのアプローチ

定理 3.3 (Haken 1961(再掲))

結び目Kが自明
⇐⇒ Kのロンジチュードを境界とする円盤Dが存在
⇐⇒ Kの単体分割 T のロンジチュードを境界とする normal

surface Sが存在
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Normal surfaceのベクトル表示

定理3.1，定理3.2より自明性判定問題は以下の問題に帰着される

問題 3.1

入力: Kの単体分割 T の符号
以下を満たすベクトルx ∈ Z7nは存在するか

• normal surface ⇐⇒


x ≥ 0

Ax = 0

quadrilateral constrains(QC)

• S(x)は円盤で，その境界は ∂T のロンジチュード
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Vertex link

定義 3.3 (Vertex link)

T の 1つの頂点を囲むような
normal surfaceを vertex linkと
いう
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Vertex link

定理 3.4

Kの単体分割を T とする
vertex linkの境界は T のロンジチュードにならない

⇒normal surfaceの探索から vertex linkは除いてよい
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1頂点単体分割のvertex link

さらに，T が 1頂点単体分割であるとき，以下が知られている

定理 3.5 (Burton-Ozlen 2012)

S ⊂ T が vertex linkでない ⇐⇒ ∃i, j[v△i,j = 0]

任意の結び目の補空間には，1頂点単体分割が存在することが知
られている
⇒任意の結び目補空間に対して定理 3.5を適用できる
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オイラー標数

Sの形を知るためにオイラー標数を考える

定義 3.4 (オイラー標数)

Sを曲面とする

χ(S) = (面の数)− (辺の数) + (頂点の数)

をオイラー標数という

オイラー標数は位相不変量
⇐⇒ 連続変形できるならば同じ値になる
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オイラー標数の例

円盤:D

• (面の数) = 4

• (辺の数) = 9

• (頂点の数) = 6

χ(D) = 4− 9 + 6 = 1
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オイラー標数の例

球面:S

• (面の数) = 5

• (辺の数) = 8

• (頂点の数) = 5

χ(S) = 5− 8 + 5 = 2
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Normal sufaceのオイラー標数

normal surfaceのオイラー標数は各 elementary discの貢献度を考
えることにより，線形写像χ : Z7n → Zとして表現できる．

(四角形の貢献度)= 1− 1
2 −

1
2 −

1
2 − 1 + 1

2 +
1
2 +

1
3 +

1
4 =

1
12 47/108



Normal surfaceのオイラー標数

Sを結び目補空間Kの単体分割 T 内の normal surfaceとし，Sを
表すベクトルをvとする

χ(v) > 0 ⇐⇒ Sは円盤または球面

χ(v)は線形関数であるからχ(v) > 0は線形条件である
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Crushing procedure

定理 3.6 (Crushing procedure(Jaco-Rubinstein 2003))

T を結び目補空間Kの単体分割とし，S ⊂ T を以下を満たす
normal surfaceとする

• vertex linkでない

• χ(S) > 0

• ∂Sは T のロンジチュードではない

このとき，T より少ない四面体でKの 1頂点単体分割を具体的
に構成できる
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Normal surfaceのベクトル表示

今考えているのは次の問題であった

問題 (再掲)

入力: Kの単体分割 T の符号
以下を満たすベクトルx ∈ Z7nは存在するか

• x ≥ 0

• Ax = 0

• quadrilateral constrains(QC)

• S(x)は円盤で，その境界は ∂T のロンジチュード
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自明性判定問題へのアプローチ

以上から，次の手順で問題 3.1を解けることがわかる

アルゴリズム 3.1 (Burton-Ozlen 2012)

1. vertex linkではなく，χ(S) > 0を満たす normal surfaceSを見
つける
• Sが見つからないとき→noを出力して停止
• Sが見つかったとき→2を実行

2. ∂T 上での ∂Sの形を調べる
• ∂Sがロンジチュード→yesを出力して停止
• ∂Sがロンジチュード以外→crushingを行い，crushing後の単体分
割で 1を実行
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自明性判定問題へのアプローチ

よって，次を満たすベクトルx ∈ Z7nを探せば良い

• normal surface ⇐⇒


x ≥ 0

Ax = 0

quadrilateral constrains(QC)

• vertex linkではない ⇐⇒ ∃i, j[x△i,j = 0]

• χ(x) > 0
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自明性判定問題へのアプローチ

次を満たすベクトルx ∈ Z7nを探せば良い

• x ≥ 0 · · · 線形

• Ax = 0 · · · 線形
• quadrilateral constrains(QC) · · · 非線形

• ∃i, j[x△i,j = 0] · · · 非線形

• χ(x) > 0 · · · 線形
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自明性判定問題へのアプローチ

各四面体に対するQC，x△i,j = 0となる i, jが定まったと仮定する

• x ≥ 0

• Ax = 0

• QC

• ∃i, j[x△i,j = 0]

• χ(x) > 0

⇒

• x ≥ 0

• Ax = 0

• 各四面体に対するQC

• x△i,j = 0

• χ(x) > 0

f(x) · · · 線形 g(x) · · · 非線形
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自明性判定問題へのアプローチ

各四面体に対するQC，x△i,j = 0となる i, jが定まったと仮定する

• x ≥ 0 · · · 線形

• Ax = 0 · · · 線形

• 各四面体に対するQC · · · 線形

• x△i,j = 0 · · · 線形

• χ(x) > 0 · · · 線形
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自明性判定問題へのアプローチ

各四面体に対するQC，x△i,j = 0となる i, jが定まったと仮定する

χ(x)を目的関数だと思い，最大化することを考える

目的関数 χ(x)

制約条件 • x ≥ 0

• Ax = 0

• 各四面体に定めたQC

• x△i,j = 0

• x ∈ Z7n ← 整数解を見つけるのは難しい
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自明性判定問題へのアプローチ

各四面体に対するQC，x△i,j = 0となる i, jが定まったと仮定する

Z7nから解を探す代わりに，R7nから解を探すことを考える

目的関数 χ(x)

制約条件 • x ≥ 0

• Ax = 0

• 各四面体に定めたQC

• x△i,j = 0

• x ∈ R7n

この問題は線形計画問題⇒多項式時間で解くことができる 57/108



自明性判定問題へのアプローチ

各四面体に対するQC，x△i,j = 0となる i, jが定まったと仮定する

線形計画問題の解から，制約条件を満たす整数解を構成できる
∵制約条件は全て線形なので，線形計画問題の解はx ∈ Q7n

よって，ある正の有理数 k ∈ Qが存在して kx ∈ Z7n

この時，χ(kx) = kχ(x) > 0
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自明性判定問題へのアプローチ

各四面体に対するQC,x△i,j = 0となる i, jを分枝限定法で定める
のがBurton-Ozlenのアルゴリズム

前述したようにBurton-Ozlenの
アルゴリズムの最悪計算量は
O(3n)だが，実際には多項式時
間に近い振る舞い

Figure 13: Burton-Ozrenのアルゴリズ
ムの実行時間

出典：Benjamin A. Burton, Melih Ozlen, A FAST BRANCHING ALGORITHM FOR UNKNOT RECOGNITION
WITH EXPERIMENTAL POLYNOMIAL-TIME BEHAVIOUR, Preprint, https://arxiv.org/abs/1211.1079
(2012)
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自明性判定問題へのアプローチ

本演習では，各四面体に対するQC,x△i,j = 0となる i, jを，結び目
補空間の単体分割の face pairingグラフの木分解に対して動的計
画法を用いて定めるアルゴリズムを提案する
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FPTアルゴリズム



木分解

定義 4.1 (木分解)

木T = (VT , ET )で，以下の条件を満たすものをグラフ
G = (V,E)の木分解という

• T の各節点X ∈ VT はV の部分集合

• 各辺について (u, v) ∈ E ⇒ T の節点Xでu ∈ X ∧ v ∈ Xと
なるものが存在

• 各頂点 v ∈ V について，S = {X ∈ VT |v ∈ X}はT の部分
木を誘導する

木分解はグラフに対して一意には定まらないことに注意 61/108



木分解の例

a

f

c

e

d

b

{a,b,c}

{f,c}

{b,c}

{b,d,e}
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木幅

定義 4.2 (T の木幅)

T = (VT , ET )をグラフGの木分解とする．

max
X∈VT

|X| − 1

をT の木幅と呼ぶ

定義 4.3 (Gの木幅)

Gの全ての木分解を考え，その最小値をGの木幅と呼ぶ．
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木分解の例

a

f

c

e

d

b

{a,b,c}

{f,c}

{b,c}

{b,d,e}

この例だと，木幅 = maxX∈VT
|X| − 1 = 2
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FPTアルゴリズム

定義 4.4 (FPTアルゴリズム)

nを入力サイズ，kをnと独立なパラメーターとする
最悪計算量がO(f(k)poly(n))となるようなアルゴリズムを
Fixed Parametr Tractable (FPT)アルゴリズムという
ここで f(k)は任意の関数，poly(n)は多項式関数

(例)

計算量がO(2kn)となるアルゴリズム
kを定数として扱うと 2kは定数 ⇒ FPTアルゴリズム
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FPTアルゴリズムの例

最小頂点被覆
解のサイズを固定することで，O(2kn)

頂点 3彩色問題
木幅を固定することでO(3kn)

kはnと独立なのでNP完全 (困難)な問題でも，特定のインスタ
ンスに関しては高速に解くことができる
特に一般のグラフではNP完全 (困難)な問題でも，木幅を固定し
たグラフの木分解に対して動的計画法を用いることで，多項式
時間限定になる問題が多く存在
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提案アルゴリズム



Face pairingグラフ

定義 5.1 (Face pairingグラフ)

T を単体分割とする．四面体を頂点として，四面体同士に貼り
合わせがあるならその頂点を辺でつなぐ
この操作で作られるグラフを face pairingグラフという
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提案アルゴリズム

アルゴリズム 5.1 (提案アルゴリズム)

Kを結び目，Dをその図式とする．Kの補空間Kの単体分割
を T とし，T の face pairingグラフをGT とする．また，k ∈ N
を定数とする．

入力 Kの 1頂点単体分割 T

出力


yes (GTの木幅 ≤ k ∧Kが自明)

no (GTの木幅 ≤ k ∧Kが非自明)

no (GTの木幅 > k)
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提案アルゴリズム

アルゴリズム

1. T の face pairingグラフGT を構成
2. GT の良い木分解T を構成

• if T の木幅 > k → noを出力して停止

3. T に動的計画法を適用して，χ(x) > 0とできるQC,x△i,j = 0

となる i, jを求める

本発表では，動的計画法の詳細については立ち入らない
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計算量

アルゴリズムの計算量：O(3hpoly(n))
ただしh = (T の高さ)

hはnと独立ではないので提案アルゴリズムは多項式時間限定で
あることは示せていない

多項式時間限定だが，証明できてないだけでは?

⇒計算機実験
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実験



実装

提案アルゴリズムをReginaを用いて実装

Regina · · · 低次元トポロ
ジーや normal surfaceに関
する計算を行うことがで
きるソフトウェア

https://regina-normal.github.io/ より引用
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入力データ

非自明結び目
Reginaで標準にサポートされている全ての最小交点数
12以下の素な結び目の最小交点図式から構成した補空
間の単体分割 (2997個)

非自明結び目の
図式の符号

結び目補空間の
単体分割

入力

非自明結び目の図式の符号はRegina公式ページ

(https://regina-normal.github.io/data.html)からダウンロード
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入力データ

自明結び目
非自明結び目の図式の交点に対して交差交換を行い，
単調な図式を構成
その図式から構成した補空間の単体分割 (2997個)

非自明結び目の
図式の符号

自明結び目の
図式の符号

交差交換

結び目補空間の
単体分割

入力
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交差交換

交差交換 · · · 交点の上下を入れ替える操作

上下の入れ替え
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単調な図式

結び目Kの図式をDとする
ある基点から図式Dをたどった
時に，各交点において上を先に
通るとき，Dを単調な図式と
いう
Dが単調⇒Kは自明結び目

単調な図式の例
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実験結果

Figure 14: 実行時間 76/108



実験結果

Figure 15: QCのリストの数
Figure 16: QCのリストの数 (logス
ケール)
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考察

実際にも多項式時間限定
ではなさそう
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考察

計算量に本質的に関わる
QCのリストの数も指数
関数的に増加
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まとめ

• 結び目補空間の単体分割の face pairingグラフの木分解に対
して動的計画法を適用することで自明性判定を行うアルゴ
リズムを構成した

• 提案アルゴリズムが多項式時間限定であることは示せてい
ない

• 計算機実験からも，提案アルゴリズムは多項式時間限定に
はなりそうにない
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今後の課題

• 実験
- 素ではない結び目や，最小交点以外の図式，単調では
ない図式を入力とする

• アルゴリズム改善
- 提案アルゴリズムを修正して多項式時間限定にでき
るか

- さらに制約を加えることで多項式時間限定になるか
- ３次元多様体に対する線形分解など他の分解について
アルゴリズムを構成できるか
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良い木分解

定義 6.1 (良い木分解)

以下の条件を満たす木分解を良い木分解という．

• 葉は空集合
• 各節点の子の数は高々2つ

• 子の数が 1つ → |Xi| = |Xi−1| ± 1

• 子の数が 2つ → Xi = Xj = Xk(ただし，Xj, XkはXiの子)

• 良い木分解に対しては動的計画法を考えやすい
• 良い木分解のみを考えても元のグラフの木幅は変化しない
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良い木分解の例

a

f

c

e

d

b

a

a,b

a,b,c

b,c

b,c

b

b,e

b,d,e

b,c

c

c,f

f

∅

d,e

d
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良い木分解上での動的計画法

良い木分解の節点は右の 4つの
いずれか
→動的計画法を考えるときは 4

つの動きを考えるだけで良い

a,b,c

a,b
導入節点

∅ 葉

a,b

a,b,c

忘却節点

a,b

a,b

結合節点

a,b
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提案アルゴリズム

アルゴリズム

1. T の face pairingグラフGT を構成
2. GT の良い木分解T を構成

• if T の木幅 > k → noを出力して停止

3. T に動的計画法を適用してQC,x△i,j = 0となる i, jを求める
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提案アルゴリズム

アルゴリズム

• χ(x) > 0となるQC，i, jが{
見つからない⇒ noを出力して停止

見つかる⇒以下を行う
• ∂T 上での ∂Sの形を調べる

• ∂Sがロンジチュード→yesを出力して停止
• ∂Sがロンジチュード以外→crushingを行い，crushing後の単体分
割から 1頂点単体分割を構成し 1を実行
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提案アルゴリズム

アルゴリズム (動的計画法)

(i). まだ選んでない x△i,jを一つ選ぶ

(ii). N を線形条件の集合とし，N = {x ≥ 0, Ax = 0, x△i,j = 0}
とする

(iii). T の各節点Xiに対して，線形条件の集合のリストLiを次
のように更新
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提案アルゴリズム

アルゴリズム (動的計画法)

Xiが葉
Li = {∅}

...

face pairing グラフ QC lists

Li { ∅ }

...
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提案アルゴリズム

アルゴリズム (動的計画法)

Xiが導入節点
Li = {}と初期化
Xi = Xj ∪ {v}とする
任意のM∈ Ljと，vにおけるQCの各条件
q ∈ {(a), (b), (c)}に対して
N ∪M∪ {q}のもとでχ(x) > 0とできるなら，
M∪ {q}をLiに追加
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提案アルゴリズム
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提案アルゴリズム
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提案アルゴリズム
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提案アルゴリズム

アルゴリズム (動的計画法)

Xiが忘却節点
Xi = Xj − {v}とする．
Li = Lj
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提案アルゴリズム

アルゴリズム (動的計画法)

Xiが結合節点
Li = と初期化Xi = Xj = Xkとし，
Mj ∈ Lj,Mk ∈ Lkとする
∀v ∈ Xi[(Mjにおける vのQC) =

(Mkにおける vのQC)] ならばLiにMj ∪Mkを追加
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提案アルゴリズム

96/108



提案アルゴリズム

アルゴリズム

• 各節点においてLi = ∅となるなら (i)に戻る

• 全ての節点を訪れたとき
最後の節点で保持している線形条件の集合のリストをL と
する
• 各M∈ L の線形条件の元で χ(x) > 0となるベクトル xを求め，
そのベクトルが表す normal surfaceS(x)を求める

• ∂Sが ∂T のロンジチュードとなる円盤 Sが存在するならば yesを
出力して停止

• 上記の normal surfaceが存在しないなら (i)に戻る
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計算量

以下では提案アルゴリズムの計算量の解析を行う
入力となる結び目補空間の単体分割における四面体の数をnと
する

• T の face pairingグラフGT を構成
• 各四面体において貼り合わせを調べれば良いのでO(n)

• GT の良い木分解T を構成
• O(kO(k3)n)で構成できることがわかっている [10]
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計算量

動的計画法に関する各節点での動き

Xiが導入節点
Li = {}と初期化
Xi = Xj ∪ {v}とする
任意のM∈ Ljと，vにおけるQCの各条件
q ∈ {(a), (b), (c)}に対して
N ∪M∪ {q}のもとでχ(x) > 0とできるなら，
M∪ {q}をLiに追加
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計算量

• |Li| ∈ O(3h)である．ただしh = (T の高さ)．また，
χ(x) > 0とできるかは線形計画問題なのでO(poly(n))．
よって，O(3hpoly(n))

Xiが忘却節点
Xi = Xj − {v}とする．
Li = Lj

• リストのコピーなのでO(3hn)
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計算量

Xiが結合節点
Li = と初期化Xi = Xj = Xkとし，
Mj ∈ Lj,Mk ∈ Lkとする
∀v ∈ Xi[(Mjにおける vのQC) =

(Mkにおける vのQC)] ならばLiにMj ∪Mkを追加

• QCの比較にO(3k2n)，リストのコピーにO(3hn)なので，計
算量はO(3hn)
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計算量

• 全ての節点を訪れたとき
最後の節点で保持している線形条件の集合のリストをL と
する
• 各M∈ L の線形条件の元で χ(x) > 0となるベクトル xを求め，
そのベクトルが表す normal surfaceS(x)を求める

• ∂Sが ∂T のロンジチュードとなる円盤 Sが存在するならば yesを
出力して停止

• 上記の normal surfaceが存在しないなら (i)に戻る

∂Sが ∂T のロンジチュードかどうかはO(n2)判定可能．
|Li| ∈ O(3h)なので，計算量はO(3hpoly(n)n2)
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計算量

crushingはたかだかO(n)回
以上をまとめると，全体での計算量はO(3hpoly(n))
T の高さhは，nと独立ではないので提案アルゴリズムは多項式
時間限定ではない．そこで，アルゴリズムの性質を調べるため
に計算機実験を行った
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