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概要

有限ネットワーク上の情報伝播において，ネットワーク全体に情報が伝播されるまでの時間は，情報を持ってい
る頂点が隣接頂点の中から情報の伝播先をどのように選択するかに依存する．各頂点が記憶能力を持たず，情報を
持っている頂点が単位時間に１つの隣接頂点にのみ情報を伝播するモデルにおいて，ネットワークが Uncorrelated
性を持つならば，次数の小さい頂点に優先的に情報を伝播する方法が，ネットワーク全体に情報が伝播されるまで
の平均時間を最小にすることが証明されている．そこで本演習では，Uncorrelated性を持つネットワークと持たな
いネットワークとの差はどこにあるのかを考察するため，スモールワールド性を持つがスケールフリー性を持たな
いネットワークを生成するモデルと，Uncorrelated性を持つネットワークを生成するとされているモデルでネット
ワークを生成し，それらに対して情報伝播実験を行った．

1 はじめに
1.1 背景・目的

現実世界の現象の多くは，ネットワークとしてモデル

化できる．モデル化したネットワークは非常に複雑なも

のが多いため，「複雑ネットワーク」と呼ばれる．例と

してWWW，食物網，路線図などがある．これらの複

雑ネットワークには，共通する性質がいくつか存在する

ことが様々な研究の結果明らかとなっている．1998年

のワッツとストロガッツの論文 [3]と 1999年のバラバ

シとアルバートの論文 [4]が複雑ネットワーク研究の始

まりとされる．それから今日まで，複雑ネットワーク研

究は急激に発展している ([1])．

論文 [2]では以下が示された．� �
定理 1. 各頂点が記憶能力を持たず，情報を持って

いる頂点が単位時間に１つの隣接頂点にのみ情報を

伝播するモデルにおいて，ネットワークが Uncor-

related性を持つならば，ネットワーク全体に情報

が伝播されるまでの平均時間は，情報を伝播する隣

接頂点を選択する際に次数の小さい頂点を優先的に

乱択する方法が最小となる．� �
[10]などの先行研究では，Configurationモデルなど

で生成したネットワークで情報伝播実験を行い，定理１

を適用させて，各ネットワークがどの程度Uncorrelated

性を持つのかを調査した．調査したネットワークは全て

スケールフリーネットワークであり，スモールワールド

ネットワークについて調査はされていなかった．

そこで本演習では，スケールフリー性を持たないがス

モールワールド性を持つネットワークで情報伝播実験

を行い，スモールワールドネットワークがどの程度Un-

correlated性を持つのかを調査する．スモールワールド

ネットワークを生成するモデルとしてWSモデルがあ

る．また，Uncorrelated性を持つネットワークを生成す

るとされているモデルとして修正 Configurationモデル

がある．そこで，この 2つのネットワーク生成モデルを

用いて情報伝播実験を行った．

1.2 構成

本稿は以下のような構成になっている．2節では，ネッ

トワークの数学的な定義を述べる．3節では，本演習で

用いた伝播モデルについて述べる．4節では，複雑ネッ

トワークの性質としてスケールフリー性とスモールワー

ルド性について述べる．5節では，Uncorrelated性につ

いて述べる．6節では，ネットワークの特徴量について

述べる．7節では，ネットワーク生成モデルについて述

べる．8節では，本演習の実験方法について述べる．9

節では，実験結果を示す．10節では，考察を述べる．11

節では，今後の課題について述べる．

2 ネットワークの数学的な定義
本演習では，無向重みなしネットワークのみを扱う．

ネットワークを Gとするとその定義は，頂点集合 V と

辺集合 E からなり，

G = (V,E)
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と表す．また，頂点から出る辺の数を次数と呼び，頂点

vi の次数を ki で表す．

3 本演習で用いた伝播モデル
本演習で用いた伝播モデルの説明をする．用いた伝播

モデルは，本演習の背景となった論文 [2]と同様である．

説明を行うにあたり，ソースノードとターゲットノー

ドを以下のように定義する．

• ソースノード : 情報を保持している頂点

• ターゲットノード : ソースノードから伝播先とし

て選択された頂点

3.1 情報伝播のルール・制約

情報伝播のルールは以下の通りである．

1. 初期状態でのソースノードは１つ

2. ソースノードは隣接頂点のうちの１つをターゲッ

トノードとして選択

3. ターゲットノードはソースノードになる

4. 全ての頂点がソースノードとなるまで，ステップ

２～３を繰り返す

また，ターゲットノードの選択方法を決めるのに使え

る情報は以下の通りである．

• 各頂点が事前に保持している情報は，隣接頂点の
次数のみ

• 各頂点は，ネットワーク全体の構造はわからない

3.2 ターゲットノードの選択方法

3.1節より，ソースノードが使える情報は隣接頂点の

次数のみである．したがって，ターゲットノードの選択

方法は以下のようなものが考えられる．

1. 一様分布に従い乱択

2. 次数の大きな頂点を優先的に乱択

3. 次数の小さな頂点を優先的に乱択

また，ソースノード aが，隣接頂点の中からターゲッ

トノードとして bを選択する確率は以下の通りである．

q(b; a) =
wb∑ka

i=1 wai

wiは頂点 viの重み，kiは頂点 viの次数，aiは頂点 vaの

隣接頂点の i番目である．上記の３つのターゲットノー

ドの選択方法のいずれを用いるかによって wi の値が以

下のように変化する．

1. 一様分布に従い乱択 ：

wi = ある一定の値（例えば 1）

2. 次数の大きな頂点を優先的に乱択 ：

wi = 頂点 vi の次数

3. 次数の小さな頂点を優先的に乱択 ：

wi = 頂点 vi の次数の逆数

4 複雑ネットワークの性質
多くの複雑ネットワークに共通する性質として，ス

ケールフリー性とスモールワールド性がある．それぞれ

どのような性質であるかを以下に述べる．

4.1 スケールフリー性

スケールフリー性とは，次数分布がべき則に従うこと

をいう．数学的には，

p(k) ∝ k−γ

を満たしていることである (∝は比例を表し，γ はべき

指数と呼ぶ)．つまり，次数の小さい頂点の割合がかな

り大きく，次数の大きい頂点の割合は，かなり小さいな

がらもそれなりに存在しているということである．

また，スケールフリー性を持つネットワークをスケー

ルフリーネットワークと呼ぶ．現実世界のスケールフ

リーネットワークは，べき指数が 2 ≤ γ ≤ 3程度であ

ることが多い．「ネットワークにまつわる驚きの多くが，

スケールフリー性から出てくる」([1])．スケールフリー

ネットワークの次数分布は，両対数グラフが直線となる．

スケールフリー性の主な性質として，スケール変換不

変性がある．スケール変換不変性とは，スケールフリー

ネットワークの次数分布を，定数 aでスケール変換させ

た p(ak)もべき則に従うことである．

4.2 スモールワールド性

スモールワールド性は，２つの特徴を持つ．１つ目の

みを指すこともあるが，ここでは，２つ揃ったものをス

モールワールド性とする．

１つ目が，ネットワーク内の任意の２頂点が，間にわ

ずかな頂点を経由することで接続されること (6.1節で

説明する「平均距離」が小さい) である．

２つ目は，よく「世間は狭い」と言われる「友達の友

達は友達である」という関係がネットワーク内に多く見

られること (6.2節で説明する「クラスター係数」が大

きい) である．

また，スモールワールド性を持つネットワークをス

モールワールドネットワークという．
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5 Uncorrelated性
Uncorrelated性とはネットワークにおける様々な研究

で仮定される性質の１つであるが，論文や文献によって

定義が異なる．「uncorrelated」の単語の意味は「無相関

の」である．そこから Uncorrelated性とは「局所性が

なく，どこも同じような構造をしている」ことをいう．

本演習で用いた伝播モデルにおいて，ソースノード a

によって隣接頂点 bがターゲットノードとして選択され

る確率は 3.2節の q(b; a)と定まる．また，全頂点の中か

ら頂点 bがターゲットノードとして選択される確率は，

頂点数をN とすると，

qb =
kbwb∑N
i=1 kiwi

となる．

定理１は，Uncorrelated ネットワークにおいては，

q(b; a)と qb が近似できること，つまり

q(b; a) ≈ qb

を用いて証明されている．

6 ネットワークの特徴量
ネットワーク解析においては，何らかの特徴を表す指

標を用いられることがある．その指標のことをネット

ワーク特徴量という．ネットワーク特徴量には様々なも

のがあるが，ここでは本演習で用いた以下の２つのネッ

トワーク特徴量の定義を説明する．

• 平均距離

• クラスター係数

6.1 平均距離

２頂点 vi と vj の距離 d(vi, vj)を，vi から vj に最短

経路で通る辺の数で定義する．するとネットワークの平

均距離は，ネットワーク内の全ての２頂点間の距離の平

均と定義できる．頂点数をN とすると，平均距離は，

L =
2

N(N − 1)

∑
1≤i<j≤N

d(vi, vj)

となる．

平均距離は，ネットワークのおおよその大きさを表す．

平均距離が小さいとは，おおよそ L ∝ log2 N であるこ

とを指す．

6.2 クラスター係数

クラスター係数は，頂点ごとに定義される．簡単には，

「ある頂点と隣接している頂点同士が隣接している割合」

を表す．ネットワーク全体のクラスター係数は，各頂点

のクラスター係数の平均で定義される．頂点 vi の次数

を kiとし，tiを頂点 viと隣接している頂点同士が隣接

している数と定義する．そうすると，頂点 vi のクラス

ター係数は，

Ci =
ti

ki(ki − 1)/2

となる．また，頂点数を N とすると，ネットワーク全

体のクラスター係数は各頂点の平均なので，

C =
1

N

N∑
i=1

Ci

となる．

クラスター係数は，ネットワーク内の関係のおおよそ

の密度を表すことができる．クラスター係数が大きいと

は，同じ次数列でランダムに作るネットワークより有意

に大きいことをいう．

7 ネットワーク生成モデル
ネットワーク生成モデルは数多く存在するが，本演習

ではスケールフリー性を持たないがスモールワールド性

を持つネットワークを生成できるWSモデルと，Uncor-

related性を持つネットワークを生成するとされるモデ

ルである修正 Configurationモデルを用いた．

まずWSモデルについて述べる．次に Configuration

モデルについて述べ，その上で修正 Configurationモデ

ルについて述べる．

7.1 WSモデル

WSモデルは，1998年にワッツとストロガッツにより

発表されたネットワーク生成モデルである ([3])．簡単

なアルゴリズムでスモールワールドネットワークを生成

することができる．WSモデルのアルゴリズムを以下に

示す ([1])．

1. 頂点数と平均次数 ⟨k⟩を決め，拡張サイクルを作る．

2. 全ての辺から確率 pで辺を選び，端点のどちらか

から半々の確率で切り離す．

3. 切り離した各辺の新しい端点を全頂点の中から等

確率で選び，繋げる．

拡張サイクルは，サイクル（円状に頂点を配置して隣

にある頂点とだけ辺を繋いだもの）に，⟨k⟩/2個分隣の
頂点にも辺を繋ぐことで作成できる．拡張サイクルの時

点では，空間として距離が遠い２頂点はネットワークと

しての距離も遠いので，平均距離は大きい．また，サイ

クルに追加した辺がクラスターを作るので全頂点のク

ラスター係数は同一で，ネットワーク全体としても大き
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い．そこから，pの値を調整して辺を繋ぎかえると，平

均距離は小さくクラスター係数は大きいスモールワール

ドネットワークを作成できる ([1])．

また，拡張サイクルの時点で全頂点の次数は一定であ

る．そこから少数の辺を繋ぎかえると多少のばらつきは

出るが，べき則には従わない．よって，スケールフリー

性は持たない．

ステップ３では，切り離した各辺の新しい端点を全て

の頂点から選ぶので，自己ループ・多重辺ができる可能

性がある．本演習では，自己ループ・多重辺を許す・許

さないのどちらも生成した．

7.2 Configurationモデル

Configurationモデルは，次数分布を任意に作れる，生

成されるネットワークは成長しない，などの特徴を持つ

ネットワークを生成するモデルである ([5])．Configura-

tionモデルのアルゴリズムを以下に示す ([1])．

1. 頂点数を決め，次数分布を決める．

2. 次数分布に従って，各頂点の次数を決める．これ

を，次数列と呼ぶ．

3. ステップ２で決めた次数個の辺の片割れを各頂点

に持たせ，適当に配置する．

4. 辺の片割れを２つずつ繋いでいく．

ステップ１で次数分布を決める際に，べき則に従わせ

るとスケールフリーネットワークになる．本演習では，

スケールフリーネットワークのみを生成した．

ステップ４では全ての辺から２つを選ぶので自己ルー

プ・多重辺ができる可能性がある．本演習では，自己ルー

プ・多重辺を許す・許さないのどちらも生成した．また，

生成したネットワークが非連結になる可能性もある．そ

の時は，ステップ３から処理し直す．

7.3 修正Configurationモデル

Configurationモデルに修正を加え，Uncorrelated性

を持つネットワークを生成するための手法が提案された

([6])．ここでは，その手法について述べる．

修正 Configurationモデル� �
Configurationモデルのステップ２で次数列を発生

させる際に全ての頂点の次数を，k ≤ N1/2 にカッ

トオフする．（N は全頂点数）� �
この手法は，Uncorrelated性を持つネットワークを生成

できるとされているヒューリスティックである．この手

法により生成されたネットワークが，どの程度 Uncor-

related性を持つかどうかの判定方法は未確立である．

8 実験方法

ターゲットノードの選択方法のうち，「次数の小さい頂

点を優先的に乱択する方法」を以下RPC (Reverse Pref-

erential Control) とする．また，「自己ループ・多重辺

を許す」を以下 alm (allow loop and multiple) とする．

本演習では，WSモデルおよび修正 Configurationモ

デルでネットワークを生成し，情報伝播実験を行うこ

とで各ネットワークの RPC最速割合を出す．また，各

ネットワークのクラスター係数を計算し，RPC最速割

合との関係を求めた．

なお，ネットワーク生成，ネットワークの特徴量の計

算，情報伝播実験を行うプログラムはC++で作成した．

また，グラフ出力には gnuplotを使用した．

8.1 ネットワーク生成数

ネットワーク生成モデルは，WSモデル，WSモデル

（alm），修正 Configurationモデル，修正 Configuration

モデル (alm) の４つを用いた．

WSモデル，WSモデル (alm) は，平均次数は 4, 8の

２種類，繋ぎかえる辺を選ぶ確率 pは 0.01, 0.1の２種

類，頂点数は 10000の１種類の組み合わせで各生成パラ

メーターで 100個ずつ，合計 800個ネットワークを生成

した．

修正 Configurationモデル，修正 Configurationモデ

ル (alm) は，べき指数は 2.25, 2.5, 2.75, 3.0の４種類，

頂点数は 10000の１種類の組み合わせで各生成パラメー

ターで 100個ずつ，合計 800個ネットワークを生成した．

8.2 情報伝播実験

本演習では，以下の方法で生成パラメーターごとに情

報伝播実験を 100回行った．

入力 : ネットワーク，実験番号 i

処理 : 本演習で用いた伝播モデルで，ランダムシー

ドを i とし，初期ソースノードを乱択し，全ての頂点

がソースノードとなるまで情報伝播をシミュレーション

し，ソースノード数のステップごとの変化を記録

公平を期すために，全ての実験において同じ実験番号

の実験では同じランダムシードを用いた．
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8.3 RPC最速割合

各生成パラメーターの情報伝播実験の回数は，ネット

ワークが 100個あり，そのそれぞれで 100回ずつ情報伝

播実験をするので，10000回である．そのうち，RPCが

最速になった割合を百分率で RPC最速割合とし，生成

パラメーターごとに RPC最速割合と RPC平均ステッ

プ数と平均辺数の表を作成した．

8.4 クラスター係数とRPC最速割合の関係

WSモデルにより大きいクラスター係数を持つネット

ワークを生成したため，クラスター係数に着目し RPC

最速割合との関係をグラフ化することで，クラスター係

数と Uncorrelated性の関係を考察した．

9 実験結果

9.1 情報伝播実験

情報伝播実験の結果の一部を，図 1～16に示す．WS

モデルの平均次数を ⟨k⟩，繋ぎかえる辺を選ぶ確率を p

で表す．
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図 1: WSモデル ⟨k⟩ = 4, p = 0.01
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図 2: WSモデル ⟨k⟩ = 4, p = 0.1
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図 3: WSモデル ⟨k⟩ = 8, p = 0.01
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図 4: WSモデル ⟨k⟩ = 8, p = 0.1
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図 5: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 4, p = 0.01
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図 6: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 4, p = 0.1
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図 7: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 8, p = 0.01
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図 8: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 8, p = 0.1
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図 9: 修正 Configurationモデル べき指数 2.25
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図 10: 修正 Configurationモデル べき指数 2.5
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図 11: 修正 Configurationモデル べき指数 2.75
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図 12: 修正 Configurationモデル べき指数 3.0
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図 13: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 2.25
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図 14: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 2.5
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図 15: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 2.75
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図 16: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 3.0

9.2 RPC最速割合

RPC最速割合，RPC平均ステップ数，平均辺数を表

1に示す．修正 Configurationモデルを，UCM (Uncor-

related Configuration Model) と表す．

表 1: 情報伝播実験の結果

生成モデル
RPC

最速割合 (%)

RPC平均
ステップ数 平均辺数

WS 4 0.01 22.91 153.45 20000

WS 4 0.1 30.88 42.47 20000

WS 8 0.01 20.17 69.37 40000

WS 8 0.1 32.27 28.91 40000

WS alm 4 0.01 21.91 153.09 20000

WS alm 4 0.1 31.24 42.55 20000

WS alm 8 0.01 19.33 69.4 40000

WS alm 8 0.1 32.09 28.91 40000

UCM 2.25 92.57 171.53 25500.63

UCM 2.5 83.35 156.3 20742.77

UCM 2.75 72.3 134.87 17721.78

UCM 3.0 62.7 107.53 15672.75

UCM alm 2.25 93.04 170.32 25462.9

UCM alm 2.5 82.36 156.01 20760.01

UCM alm 2.75 73.31 133.88 17693.7

UCM alm 3.0 63.71 109.8 15712.39

WSモデルでは，全てのパラメーターで RPC最速割

合が最大とならなかった．修正 Configurationモデルで

は，全てのパラメーターで RPC最速割合が最大となっ

たが，べき指数が大きくなっていくごとに RPC最速割

合はだんだん小さくなっている．

9.3 RPC最速割合とクラスター係数の関係

縦軸にクラスター係数，横軸にRPC最速割合をとり，

各パラメーターのグラフを図 17～32に示す．各ネット

ワークごとに描画したので，各グラフに 100 個の点が

ある．
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図 17: WSモデル ⟨k⟩ = 4, p = 0.01
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図 18: WSモデル ⟨k⟩ = 4, p = 0.1
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図 19: WSモデル ⟨k⟩ = 8, p = 0.01
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図 20: WSモデル ⟨k⟩ = 8, p = 0.1
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図 21: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 4, p = 0.01
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図 22: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 4, p = 0.1
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図 23: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 8, p = 0.01
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図 24: WSモデル (alm) ⟨k⟩ = 8, p = 0.1
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図 25: 修正 Configurationモデル べき指数 2.25
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図 26: 修正 Configurationモデル べき指数 2.5

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  20  40  60  80  100

C
lu

st
er

 c
oe

ffi
ci

en
t

Ratio that RPC was fastest

UCM_275

UCM_275

図 27: 修正 Configurationモデル べき指数 2.75
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図 28: 修正 Configurationモデル べき指数 3.0
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図 29: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 2.25
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図 30: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 2.5
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図 31: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 2.75
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図 32: 修正 Configurationモデル (alm) べき指数 3.0

WSモデルでは，クラスター係数は大きく，RPC最速

割合は小さいという結果が出た．修正 Configurationモ

デルでは，クラスター係数はほぼ 0に近いほど小さく，

RPC最速割合は大きいという結果が出た．

10 考察
定理１の対偶をとると「各頂点が記憶能力を持たず，

情報を持っている頂点が単位時間に１つの隣接頂点にの

み情報を伝播するモデルにおいて，ネットワーク全体に

情報が伝播されるまでの平均時間が，情報を伝播する隣

接頂点を選択する際に次数の小さい頂点を優先的に乱択

する方法が最小とならないならば，ネットワークはUn-

correlated性を持たない」となり，真である．WSモデル

は，全てのパラメーターにおいて RPC最速割合が最大

とならなかったので，Uncorrelated性は持たない．WS

モデルで生成したネットワーク (Uncorrelated性を持た

ない) はクラスター係数が大きく，修正 Configuration

モデルで生成したネットワーク (Uncorrelated性を持つ

とされる) ではクラスター係数がほぼ 0に近いほど小さ

かった．これより，Uncorrelated性を持つかどうかにク

ラスター係数が関係している可能性はある．

また，本演習ではWSモデルも修正 Configurationモ

デルも自己ループ・多重辺を許す・許さないのどちらも

生成したが，自己ループ・多重辺を許す・許さないで実

験結果にほとんど差は出なかった．頂点数が 10000なの

で，ネットワークを生成する過程で自己ループ・多重辺

がほとんど発生しなかったことが考えられる．

11 今後の課題
本演習では，スケールフリー性を持たないスモール

ワールドネットワークを用いて情報伝播実験をした結

果，Uncorrelated性は持たないことが分かった．スケー

ルフリー性とスモールワールド性を併せ持つネットワー

クで情報伝播実験をさせることが今後の課題として考え

られる．
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